Der Turm von Hanoi

1. Schritt

Die Ausgangsposition. Der aus drei Scheiben bestehende Turm steht auf
Platz 1.
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Im ersten Schritt legen wir die oberste Scheibe auf Platz 3.

|

N [
Platz 1 Platz Platz 3

Nun legen wir die mittlere Scheibe auf Platz 2.
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Die kleinste Scheibe kommt auf Platz 2. Dies ist erlaubt, denn schlieBlich
liegt sie auf einer gréBeren Scheibe.
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Jetzt legen wir die unterste Scheibe von Platz 1 nach Platz 3 - kein
Problem, denn Platz 3 ist leer.
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Nun kommt die kleinste Scheibe auf den leeren Platz 1.
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Wir sind kurz vor dem Ziel. Die mittlere Scheibe wechselt von Platz 2 nach
Platz 3. Das ist okay, denn sie ist kleiner als die schon dort befindliche
Scheibe.
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Der letzte Zug legt die kleinste Scheibe auf Platz 3. Voila - wir konnten
einen Turm der Héhe 3 von Platz 1 auf Platz 3 legen.
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Es ware doch sicher auch méglich gewesen, den 3-er Turm von Platz 1
nach Platz 3 zu verlegen? Klar, wir hatten die gleiche Strategie wie oben
anwenden kénnen, nur daB Platz 3 und Platz 2 die Rolle vertauscht
hatten. Jedesmal, wenn von Platz 3 die Rede war, hatten wir stattdessen
konsequent Platz 2 verstanden und umgekehrt. Um das wirklich zu
begreifen, solltest Du die Strategie von oben einfach durchfliihren und
vertausche dabei konsequent die Worte "Platz 2" und "Platz 3". Du
schaffst es dann, den Turm der H6he 3 von Platz 1 nach Platz 3
umzubauen.




2. Schritt

Die Startaufstellung.
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Schrittl: Die oberste Scheibe wandert auf den mittleren Platz.
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Schritt 2: Die zweitkleinste Scheibe auf Platz 3.
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Schritt 3: Die kleinste Scheibe wandert auf Platz 2.
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Schritt 4: Die zweitgroBte Scheibe wandert auf den mittleren Platz.
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Schritt 5: Die kleinste Scheibe nach Platz 1.
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Schritt 6: Die zweitkleinste Scheibe wandert auf den mittleren Platz.
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Schritt 7: Die kleinste Scheibe wandert auf den Platz 2.(Ein 3-er Turm auf
Platz 2).
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Schritt 8: Die groBte Scheibe wandert von Platz 1 nach Platz 3.
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Schritt 9: Die kleinste Scheibe wird auf Platz 3 abgelegt.
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Schritt10: Die zweitkleinste Scheibe auf Platz 1.
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Schritt 11: Die kleinste Scheibe wandert von Platz 3 auf Platz 1.
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Schritt 12: Die zweitgréBte Scheibe hupft auf Platz 3.
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Schritt 13: Die kleinste Scheibe geht auf Platz 2.
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Schritt 14: Die zweitkleinste Scheibe wandert von Platz 1 auf Platz 3.
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Schritt 15: Die kleinste Scheibe wandert auf Platz 3. Der Turm ist
versetzt.
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In den Schritten 1-7 haben wir den 3-er Turm, der aus den obersten 3
Scheiben besteht, von Platz 1 auf Platz 2 umgebaut. DaB3 dies mdglich
war, wuBten wir ja bereits aus den Uberlegungen zum 3-er Turm. Im
Schritt 8 haben wir die gréBte Scheibe von Platz 1 auf den freien Platz 3
gelegt. In den Schritten 9-15 haben wir dann den 3-er Turm von Platz 2
nach Platz 3 gelegt. Wir wuBten natlrlich schon, da3 dies mdglich war.



Zusammenfassung

Aussage 3: Ein 3-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 oder nach Platz
2 umgebaut werden, ebenso von Platz 2 nach Platz 3!

Die Argumentation flr den 4-er Turm besteht aus folgenden Schritten:

Uberlegung 0: Wir betrachten die obersten drei Scheiben
des 4-er Turms als 3-er Turm.

Uberlegung 1: Wegen Aussage (3) kénnen die obersten
3 Scheiben des 4-er Turms nach Platz 2
umgebaut werden.

Uberlegung 2: Die gréBte Scheibe kann von Platz 1 nach Platz 3
umgelegt werden.

Uberlegung 3: Wegen Aussage (3) kénnen die 3 Scheiben von
Platz 2 nach Platz 3 umgebaut werden.

Ergebnis: Ein 4-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 umgebaut
werden!

Aussage 4: Ein 4-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 oder nach Platz
2 umgebaut werden, ebenso von Platz 2 nach Platz 3!

Uberlegung 0: Wir betrachten die obersten vier Scheiben des
5-er Turms als 4-er Turm.
Uberlegung 1: Wegen Aussage (4) kénnen die obersten 4
Scheiben des 5-er Turms nach Platz 2 umgebaut werden.
Uberlegung 2: Die gréBte Scheibe kann von Platz 1 nach Platz 3
umgelegt werden.
Uberlegung 3: Wegen Aussage (4) kénnen die 4 Scheiben von
Platz 2 nach Platz 3 umgebaut werden.

Ergebnis: Ein 5-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 umgebaut
werden!

Aussage 5: Ein 5-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 oder nach Platz
2 umgebaut werden, ebenso von Platz 2 nach Platz 3!

Aussage 6: Ein 6-er Turm kann von Platz 1 nach Platz 3 oder nach Platz
2 umgebaut werden, ebenso von Platz 2 nach Platz 3!

Jeder Turm kann unter Beachtung der Regeln umgebaut werden!



Das Prinzip der vollstandige Induktion

1. Fur einen konkreten Turm habe ich den Umbau durchgefihrt.
Eine Aussage habe ich als wahr bewiesen.

2. Ich kann nachweisen: Wenn ein Turm aus n-Steinen umgebaut werden
kann, dann auch ein Turm mit einem Stein mehr.

Wenn die Aussage (n) wahr ist, dann auch die Aussage (n+1).

Anzahl der Spielziige und Dauer des Spiels

Um den 4-er Turm umzubauen

- bauen wir die obersten drei Scheiben nach Platz 2 (7 Zlge)
- legen wir die unterste Scheibe nach Platz 3 (1 Zug)

- bauen wir die 3 Scheiben von Platz 2 nach Platz 3 (7 Zluge)
Ergebnis: 7 + 1 + 7 = 15 Zluge sind zum Umbau notwendig

3-er Turm: 7 Zige = 2°-1 Ziige
4-er Turm: 15 Zige = 2%-1 Zige

Fiir einen Turm aus n Scheiben brauchen wir 2"-1 Ziige zum
Umbau von Platz 1 nach Platz 3.

Flr einen Turm von 64 Scheiben braucht man bei einem Zug pro
Sekunde:

18.446.744.073.709.551.615 Sekunden

584.942.417.400 Jahre

Losungsstrategie fiir n Scheiben

Rekursiv (Sich selbst aufrufend)
1. - Versetze n-1 Scheiben nach (2)
- Setze Scheibe n nach (3)
- Versetze n-1 Scheiben von (2) nach (3)
FlUr das Versetzen der n-1 Scheiben benutzt du auch diesen Ablauf.

Iterativ
2. - Lege die kleinere Scheibe auf den im Uhrzeigersinn nachsten Stab
- Versetze die nachste Scheibe auf den freien Stab.



